11 Unitare Vektorraume

Die Theorie komplexer Vektorraume mit Skalarprodukt folgt denselben Linien wie die Theorie reeller
Vektorraume mit Skalarprodukt; die meisten Definitionen und Resultate sind sogar schon wortlich gleich

oder gehen ineinander iiber durch systematisches Ersetzen der folgenden Begriffe:
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euklidischer Vektorraum unitarer Vektorraum
Bilinearform Sesquilinearform
Mhe Bilinearform | Hermitesche Form
transponierte Matrix A7 adjungierte Matrix A* = A7
orthogonale Abbildung unitdare Abbildung




11.1 Hermitesche Formen Seg?qg = MgQLr‘!“LLﬂ“,

Sei V' ein C-Vektorraum.

Definition: Eine Sesquilinearform auf V' ist eine Abbildung

v: VxV—=C, (v,w)—v(v,w)

so dass fiir alle v,v",w,w’ € V und X\ € C gilt:

y(v,w+w') = y(v,w)+y(v,w') (rechts additiv)

v +v,w) = v(v,w) + v, w) (links additiv)
y(v,  w) = A y(v,w) (rechts homogen)

Y(Av,w) = A-vy(v,w) (links halbhomogen)

Eine hermitesche Form auf V ist eine Sesquilinearform ~, so dass fiir alle v, w € V gilt

7(”7 w) - /7(w7 U)'

Vorsicht: Welche Variable linear und welche semilinear ist, wird nicht einheitlich gehandhabt. Die hier

gewihlte Konvention macht gewisse Formeln schoner.
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Definition: Die komplex Konjugierte einer komplexen Matrix A = (age)x¢ ist die Matrix A= (k) k04

und die Adjungierte ist A* :== AT, Analog fiir Spalten- und Zeilenvektoren. e

Definition: Eine komplexe Matrix A mit A = A* heisst selbstadjungiert oder hermitesch.

Beispiel: Fiir jede komplexe n x n-Matrix A ist die folgende Abbildung eine Sesquilinearform:

ya: C"xC" = C, (x,y) — z*Ay. —

Diese ist hermitesch genau dann, wenn A hermitesch ist.
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11.2 Darstellungsmatrix

Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V.
L€ Dasls von )

Definition: Die Darstellungsmatriz einer Sesquilinearform + auf V' beziiglich B ist die n x n-Matrix

] Ms = (P)/(vlﬁve))k,[:i;ﬂ

Proposition: Fiir jede komplexe n x n-Matrix existiert genau eine Sesquilinearform « auf V mit [y]p = A.

Proposition: Eine Sesquilinearform auf V' ist hermitesch genau dann, wenn ihre Darstellungsmatrix

beziiglich B hermitesch ist.

Proposition: Die Darstellungsmatrix von v beziiglich jeder weiteren geordneten Basis B’ von V' ist

e = slidv]y - b B[idv]B,7




11.3 Komplexe Skalarprodukte

Proposition: Fiir jede hermitesche Form ~ auf V' und jeden Vektor v € V gilt

y(v,v) € R.

Bev o glon] = gloyf qel

Definition: Eine hermitesche Form
(,): VxV—=C, (vyw)— (v,w)
heisst positiv definit, wenn zusétzlich gilt:

VoeV ~A{0}: (v,v) >0.

Der Betrag eines Vektors v € V' beziiglich ( , ) ist dann die Zahl

lol| == /{v,v) € R*",

Definition: Eine positiv definite hermitesche Form heisst ein Skalarprodukt. Ein C-Vektorraum zusammen
mit einem Skalarprodukt heisst unitirer Vektorraum (V,( , )).



Definition: Das Standard-Skalarprodukt auf C™ ist fiir z = (z1), und y = (yx)r gegeben durch

Co2e ==
(r,y) = oY = Togn + ... + Tnln. vacC: 22 =|

Der zugehorige Betrag ist die £o-Norm

Izl = 0z + ..+ |zl

Definition: Eine hermitesche n x n-Matrix A mit der Eigenschaft z*Ax > 0 fiir alle 0 # x € C" heisst
positiv definit.

Proposition: Sei B eine geordnete Basis von V. Eine hermitesche Form ( , ) auf V ist positiv definit

genau dann wenn die Darstellungsmatrix [( , )] positiv definit ist.
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11.4 Grundeigenschaften

Ab jetzt sei (V,( , )) ein unitdrer Vektorraum mit zugehoriger Betragsfunktion || ||.

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §10.6, insbesondere die Cauchy-Schwarz Ungleichung und die
Definition von normiert und orthogonal, ausser dem Begriff des Winkels und der letzten Proposition von
§10.6, gelten wortwortlich auch fiir unitére Vektorrdume, mit den entsprechenden Beweisen. Dabei muss
man lediglich berticksichtigen, dass ein komplexes Skalarprodukt in der ersten Variable nur semilinear ist,
und in den Formeln darf man die Reihenfolge im komplexen Skalarprodukt nicht vertauschen.
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11.5 Orthogonales Komplement, Orthonormalbasen

Dasselbe gilt fiir die Begriffe Orthogonal- oder Orthonormalsystem oder -basis aus §10.7, sowie die Begriffe
orthogonales Komplement, orthogonale Projektion aus §10.8 und deren Grundeigenschaften.

Fiir die Beziehung zum Dualraum in §10.12 gilt das dagegen nicht, da fiir einen unitdren Vektorraum die

Abbildung V' — VY := Hom¢(V, C), v + (v, ) nicht C-linear, sondern nur semilinear ist.
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11.6 Orthonormalisierung
Dasselbe gilt auch fiir das Orthogonalisierungsverfahren aus §10.9, genauer:

Satz: (Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Fiir jedes linear unabhéngige Tupel T" = (vy,...,v,) in V
existiert genau ein Orthonormalsystem B = (by,...,b,), so dass gilt:

it ary € C und apy € R>Y.

Ist ausserdem 7' eine Basis von V, so ist B eine Orthonormalbasis von V.

Bemerkung: Die Bedingung (x) ist dquivalent dazu, dass die Basiswechselmatrix glidy|r eine obere

Dreiecksmatrix mit allen Diagonaleintrigen in R>? ist.

m

Konstruktion: Sind by, ..., b, 1 bereits konstruiert, so setze

n—1 ~

Up = Uy — Z(bk,vn> - by, und b, = m

k=1
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Folge: Jeder endlich-dimensionale unitidre Vektorraum hat eine Orthonormalbasis.

Satz: (Cholesky-Zerlegung) Fiir jede positiv definite hermitesche Matrix A existiert genau eine komplexe
obere Dreiecksmatrix R mit allen Diagonaleintrigen in R>°, so dass A = R*R ist.




11.7 Unitare Gruppe

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §10.10 iibertragen sich auf unitdre Vektorrdume, indem man
jeweils reell, orthogonal, AT durch komplex, unitir, A* ersetzt. Genauer haben wir:

Definition: Ein Isomorphismus f: V = W zwischen zwei unitiren Vektorriumen mit der Eigenschaft

| Wl eV: (). F0) = )

heisst unitar oder eine Isometrie.

Proposition: Zwischen beliebigen unitaren Vektorrdumen derselben endlichen Dimension existiert eine
[sometrie. Jede Komposition von Isometrien ist eine Isometrie. Der identische Endomorphismus ist eine

Isometrie.




Definition: Eine komplexe n x n-Matrix A, fiir welche die Abbildung L ,: C* — C" fir das jeweilige
Standard-Skalarprodukt eine Isometrie ist, heisst unitdr. Die Menge U(n) aller unitdren n x n-Matrizen

heisst die unitare Gruppe vom Grad n.

Proposition: Fiir jede komplexe n x n-Matrix () sind dquivalent:
(a) @ ist unitér.

(b) Die Spalten von @ bilden eine Orthonormalbasis von C™ mit dem Standard-Skalarprodukt.

)
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(@ @y )= £y

Proposition: Die Menge U(n) ist eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation.

2

Bemerkung: Die U(n) ist eine kompakte Teilmenge von Mat,,x,,(C) = C™".




Satz: (Variante der Gram-Schmidt-Orthogonalisierung) Sei V' ein unitérer Vektorraum der Dimension
> n. Fiir alle vy, ..., v, € V existiert ein Orthonormalsystem (b1, ...,b,) in V, so dass fiir alle 1 < £ < n
gilt

¢

Vg = Z ageby,  fiir geeignete ayp € C.
k=1

Satz: (QR-Zerlegung) Fiir jede komplexe n x n-Matrix A existiert eine unitare Matrix () und eine komplexe
obere Dreiecksmatrix R, so dass A = QR ist.




11.8 Adjungierte Abbildungen

Die Begriffe und Grundeigenschaften aus §10.13 gelten wortwortlich auch fiir unitédre Vektorrdume, mit
denselben Beweisen, wobei jeweils nur A7 durch A* und symmetrisch durch hermitesch zu ersetzen ist.

Insbesondere gilt fiir jede lineare Abbildung zwischen unitéren Vektorrdumen é V=W:

Proposition: Es gibt hochstens eine lineare Abbildung f*: W — V mit der Eigenschaft

Yo e VVYweW: (f(v),w) = (v,f*(w@

[~

Definition: Diese heisst die Adjungierte (Abbildung) von f, wenn sie existiert.

Proposition: Ist f* die Adjungierte von f, so ist auch f die \Adjungierte von f*, das heisst, es gilt
(f*)* = f. Man nennt f und f* daher auch zueinander adjungiert.
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Proposition: Ist dim V' < oo, so existiert die adjungierte Abbildung f*. Genauer gilt fiir jede geordnete
Orthonormalbasis (by,...,b,) von V
byt T 2

n

Vw e W: fr(w) = Y (f(br),w) - by

k=1

Proposition: Seien B eine geordnete Orthonormalbasis von V' und B’ eine geordnete Orthonormalbasis
von W. Dann gilt

slf s = wlflp

. V=T @’”ivu L LD = (A s A= (v LA%(wD.
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Proposition: Fiir jede komplexe m xn-Matrix A ist die Adjungierte der linearen Abbildung L 4: C* — C™
die lineare Abbildung L 4«: C™ — C™.




Definition: Eine lineare Abbildung f: V — V, die ihr%j_u_n_gieriist, heisst selbstadjungiert.

Beispiel: Die Abbildung L4: C* — C" ist selbstadjungiert genau dann, wenn A selbstadjungiert, das

heisst, hermitesch ist.

Bei den Grundeigenschaften ist ausserdem die Semilinearitéit zu beachten:

Proposition: Fiir alle linearen Abbildungen f, g unitérer Vektorrdume gilt, soweit sinnvoll:

(@) (9o f) =[f"og",
(b) (f+9)=f"+g",
©) (cf)" = ¢f" fiir alle c € C.




